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Diszkusszio, azaz
-Hany féle megoldas lehet?-

Az Idegen Szavak Szotara szerint a diszkusszio latin eredetli szd, jelentése: megbeszélés,
tanacskozas, vita, eszmecsere. De vajon mit jelent a matematikaban? Gyakran esiink abba a hibaba,
hogy nekiiiliink egy feladat megoldasanak, talalunk egy megoldast, és azt hissziik, ezzel végére is
jartunk a feladatnak, hisz megtaldltuk ,,A Megoldast”. Igen 4m, de gyakran nem egy megoldas van.
S ami ennél talan még fontosabb, sokszor nem is az a kérdés, hogy mi a megoldas, hanem az, hogy
hany megoldas van és milyenek ezek a megoldasok a bemend adatoktol fiiggden. Gondoljatok az
orvosi kutatdsokra: nem az a jo eredmény, ha egy kisérleti nyul meggyogyul a kezelés hatasara,
hanem az, ha mind.

Tehat a diszkusszid a matematikdban a megoldas szam vizsgalatat jelenti. Hogyan lehet ezt
vizsgalni? Nézziink néhany példat. Kezdjiik egy geometriai szerkesztési feladattal.

Mintapéldak

1.) Szerkessziink haromszdget, ha az egyik oldala 8cm, az oldallal szemkozti cstics 3cm-re van,
¢s adott még egy Scm hosszu oldal!

Szerkesztés menete:
o felvessziik egy S8cm  hosszu

szakastzt,
o cettél 3cm-re [évé pontok a
szakasszal parhuzamos egyenesen c
vannak, megszerkesztjiik a
parhuzamost,
e 5Cm-t korzonyilasba vesziink és a
8cm  hosszu  szakasz  egyik B
végpontjabol  korzoziink,  ahol
metszi a parhuzamost, ott lesz a )
harmadik csucs,

o isszekotjiik a csucsokat.

A megoldast igy talaltunk, de vajon
mindet megtalaltuk-e? Lehet, hogy a B

csucsbol kérzoztiink volna mas megoldast
kapunk? Ebben az esetben a B csiicsbol
meghuzott kériv ugyanabban a pontban
metszi az egyenest, a gond mashol van.

A korivnek csak egy darabjat huztuk meg,
megelégedtiink azzal, hogy talaltunk egy
metszéspontot. Egészitsiik ki az abrat!




Tgy mar jol latszik, hogy két kiilonbozd haromszoget kapunk, ABC és ABD hdromszog egyardnt
megfelel az adatoknak.

Ha a B csuicsbol huznank meg az 5cm sugaru kérivet, akkor keletkezne még egy E metszéspont
is, de ABE haromszog az ABD hdaromszéognek az AB szakasz felezomerdlegesére vett tengelyes
tiikkorkepe lenne. Vagyis két egybevago haromszog keletkezne. Tehdt oOsszesen harom
haromszoget talaltunk, de ezek koziil ketté egybevago.

Nézziik ezek utan, mit jelent a diszkusszio: Azt vizsgaljuk peldaul, hogy a ket adott oldal hosszat
nem valtoztatva, mi torténik, ha az adott magassagot csokkentjiik vagy noveljiik, vagyis a

parhuzamost kezdjiik tologatni.

e ha csokkentjiik a magassagot, akkor 4

pontban metszi a parhuzamost a két
koriv, azaz 4 megfelelo haromszog
keletkezik, és ezek koziil ketto-kettd
egybevago.

e ha néveljiik a magassagot, akkor lesz
egy olyan pont, amikor a pdarhuzamos
egyenes mindkét kérivet érinteni fogja,
azaz két egybevago hdaromszog lesz a
megoldas.

e ha még tovabb noveljiik a magassagot,
akkor pedig nem keletkezik
metszéspont, azaz nem szerkesztheto
ilyen haromszog.

Megjegyzés: Geometriai, szerkesztési feladatok esetén gyakran az egybevago megoldasokat nem
tekintjiik kiilonbozonek. Ha igy vessziik, akkor fenti feladatnal a megolddsszamok a kovetkezoképpen
alakulnak: nincs megoldas, egyértelmii megoldas van, két kiilonbozé megoldas van.

Tehat ez a diszkusszio. A bemend adatok valtoztatdsa mellett figyelem, hogy hany megoldas van.

2.) Adott két kor, szerkessziik meg a kozos érinté egyeneseiket!

A szerkesztés menetével majd kézépiskolaban foglalkoztok, minket most az érdekel, hogy a két

adott kor elhelyezkedésétol fiiggoen hany kozos érinto egyenes szerkesztheto.

e Ha a ket kornek nincs kozos pontja, és az egyik a masikon beliil helyezkedik el, akkor nincs
kozos érinto.

o Ha a ket kornek egyetlen kézos pontja van, és az egyik a masikon beliil helyezkedik el, akkor
pontosan egy kozos érinto van.

e  Ha a keét kor metszi egymast, akkor két kozos érintd van.

e  Ha a két kor kiviilrdl érinti egymast, akkor harom kézés érintd van.

e Ha a ket kor egymason kiviil helyezkedik el és nincs kozos pontjuk, akkor négy kézos érinto
van.
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3.)

4.)

5.)
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Mas temakoroknél is eléfordul, hogy vizsgaljuk a megoldasszamot. Erre mar lattatok példat, amikor
egyenleteket oldottatok meg.

Oldd meg az alabbi egyenleteket!

a) X+3=5

b) Xx+3=2x+1-x+2

c) Xx+3=X

Alkalmazzuk a mérlegelvet mindhdarom esetben. Jol lathato, hogy:

a)  az elsd esetben egyértelmii megolddst kapunk, X =2,

b)  a masodik esetben rendezés utan azt kapjuk, hogy 0 =0, ami X — ¢4l fiiggetleniil mindig
teljesiil, tehat X lehet barmely valos szam,

C) a harmadik esetben rendezés utin 3= 0adddik, ami nem igaz, tehdt nincs megoldds.

Milyen értéket vehet {6l p , hogy pontosan egy megoldasa legyen az alabbi egyenletnek?
2x+8=px+8
o Ha p =2, akkor az egyenlet két oldala megegyezik, azaz X barmely valés szam lehet, nincs
egyértelmii megoldas.
o Barmely 2-t6l kiilonbozo érték esetén rendezziik az egyenletet a szokdsos modon:
2X—px=0
(2-p)x=0

Egy szorzat csak akkor lesz 0, ha valamelyik tényezdje 0, de mivel p egQy 2-t6l kiilénbozo szam, igy
2 — p nem lehet 0, tehat az egyetlen megoldds az X =0

Tehat, ha p barmely 2-t6l kiilonbozé valos szam, akkor a feladat megolddsa egyértelmii,
nevezetesen X =0.

Milyen értéket vehet fol p, ha azt szeretnénk, hogy az alabbi egyenletnek legyen
megoldasa?
2x+5=px+3

Gytijtsiik a szokasos modon az ismeretlent tartalmazo kifejezéseket egy oldalra, majd vonjunk éssze:

2X—px=3-5

(2-p)x=-2
Ha itt 6X=2 dlina, akkor mindenki azt mondand, hogy osszunk 6-tal. Most is ezt kell tenni,
szeretnénk osztani (2 - p)-vel. De lehet? Ha torténetesen P =2, akkor az egyenletiink egyszeriibb
alakot olt, nevezetesen 0-X =—2, ami nyilvan lehetetlen, azaz ilyenkor nincs megoldds. Ha p egy

2-161 kiilonbozd valos szam, akkor 2 — p nem 0, egy nullatél kiilonbozé valos szammal pedig tudunk

osztani. llyenkor X = —

lesz az egyértelmii megoldds.

Tehat ha pegy 2-t6l kiilonbozé valos szam, akkor van megolddsa a feladatnak, és rdaadasul ez a

2
megoldas egyértelmii is. (Pl. ha p =4, akkor X = 72 =1)



Gyakorlo feladatok

1.) Adott harom egyenes. Szerkessz olyan kort, mely mindhdrom egyenest érinti. (Ismét az a
kérdés, hogy az egyenesek helyzetétdl fiiggden, hany ilyen kor van. A szerkesztés menete itt
most nem érdekes.)

2.) Adott két pont és rajtuk kiviil egy egyenes. Hol helyezkednek azok a pontok, melyek az
adott pontoktdl és az egyenest6l is legfeljebb 2cm-re vannak?

3.) Hogyan valasszuk meg a 10x + 7 = ax + b egyenletben a és b értékét, hogy a feladatnak:
a) ne legyen megoldasa,
b) egyértelmii megoldasa legyen,
c) végtelen sok megoldasa legyen?

4.) A p milyen értékeinél lesz a kdvetkez6 egyenlet megoldasa negativ, pozitiv, ill. nulla?
x—T7p

3
3 —p) =———+1

Kitiizott feladatok

1.) Adott két pont, A és B. Szerkessziink pontot, amely az A ponttdl 2, a B ponttél 3 cm
tavolsagra van. Keresd meg az dsszes lehetséges elrendezést!

2.) Foglalkozzunk most az el6z6 feladat azon eseteivel, ahol csak egy megoldas van. Helyezziik
most el most a pontokat derékszogii koordinata-rendszerben, legyenek A koordinatai A(2;1).
Add meg azoknak a lehetséges B pontoknak a koordinatait, melyekre igaz, hogy mindkét
koordinataja egész! (Itt most legyen 1 cm az egység a koordinata-rendszer tengelyein.)

3.) Adott két kor és egy pont. Hany olyan kor 1étezhet, mely a két adott kort érinti, az adott
ponton pedig atmegy? Ismét nem a szerkesztés, hanem a megoldasszdm az érdekes. Minden
esetre rajzolj egy példat!

Példaul: a két adott kor érinti egymast,

az adott pont pedig a kordk érintési e L
pontja.  Ilyenkor  végtelen  sok S
megfeleld kor 1étezik. *:; ’ .

4.) Két munkas koziil az egyik naponta a,a masik b munkadarabot készit el. Eddig az els6 p, a
masodik g munkadarabot készitett el. Hany nap mulva lesz egyenld a két munkas altal
elkészitett munkadarabok szdma, ha naponta mindegyikiik egyenld ideig dolgozik? (Minden
lehetéségre gondolj!)
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