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MUVELETEK TERMESZETES SZAMOKKAL

A természetes szamokkal végzett miiveletek €s azok tulajdonsagai nagy jelentdséggel birnak a
kiilonb6zoé matematikai problémak megoldasaban. A négy alapmiivelet (6sszeadas, kivonas, szorzas,
osztas) koziil kettd (6sszeadés és szorzas) rendelkezik azzal a tulajdonsaggal, hogy a miivelet nem
vezet ki a természetes szamok halmazabol, azaz barmely két természetes szam esetében a miivelet
eredménye is természetes szdm lesz. Ez nem igaz a kivonas, illetve az osztas esetében. Példaul 1étezik
két olyan szam, amelynek osztasa sordn a maradék nullatol kiilénbozo, vagyis a hanyados nem
természetes szam. Az olyan szamparok esetében, ahol az egyiket a masikkal osztva a maradék nulla,
beszélhetiink arrél, hogy egyik szam osztdja a masiknak (illetve a masodik szam tobbszordse az
elsonek). A természetes szamok esetében tovabbi érdekességet jelentenck az olyan miveleti
tulajdonsagok, mint példaul a kommutativitas, asszociativitas, illetve disztributivitas. Tovabba
kiemelt fontossagu a természetes szamokkal végzett miiveletek sorrendje, ahol a négy alapmiivelet
¢s a zarojelek elhelyezése hatarozza meg a miiveletsor helyes eredményét.

Mintapéldak

1.) Andras el6szor Osszeadta azokat a 100-nal kisebb pozitiv egész szamokat, amelyekben nem
szerepel az 1-es szamjegy. Azutan azokat a 100-nal kisebb pozitiv egész szamokat adta Gssze,
amelyekben nem szerepel a 2-es szamjegy. Mennyi az igy kapott két 6sszeg kiilonbsége?

Megoldas:

Az els6 6sszeg meghatarozasahoz el6szor kiszamitjuk a 100-nal kisebb pozitiv egész szamok
Osszegét, majd ebbdl kivonjuk azoknak a szamoknak az dsszegét, amelyekben szerepel az 1-
es szamjegy. A szaznal kisebb pozitiv egész szdmok Osszegének kiszamitdsdhoz ezeket
parokba rendezziik a kovetkezOképpen 1 + 99, 2 + 98, 3 + 97, és igy tovabb. Belathato,
hogy 49 ilyen szampér van, amelyekben minden szdmpar esetében az dsszeg 100-zal egyenld
¢s még marad egy szam az 50. Tehat a 100-nal kisebb pozitiv egész szdmok Osszege
49 - 100 + 50 = 4950. A 100-nal kisebb pozitiv egész szamok felirasakor az 1-es szamjegy
az1,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19, 21,31, 41, 51, 61, 71, 81 és 91 szamokban szerepel,
ezek Osszege 594. Tehat az Andrés altal leirt els6 6sszeg 4950 — 594 = 4356.

A 2-es szamjegy a 2, 12, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 32, 42, 52, 62, 72, 82 és 92
szamokban szerepel, ezek 0sszege 693. Tehat az Andréas altal kiszdmolt mésodik Gsszeg
4950 — 693 = 4257. Ebbdl  kovetkezik, hogy a két Osszeg kiilonbsége:
4356 — 4257 = 99.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



2.) Béla lejegyezte a 3-mal oszthaté 200-nal kisebb pozitiv szamokat. Kihagyta viszont azokat a
szamokat, amelyek 9-cel is oszthatok és kétszer irta le azokat, amelyek 15-tel is oszthatok, de
9-cel nem. Mennyi a Béla altal leirt szamok Osszege?

Megoldas:

A harommal oszthato pozitiv szamok 3, 6, 9 ¢és igy tovabb. Megfigyelhetd, hogy a szamok
harmasaval kovetik egymast, ezért 66 olyan szam van, amely 200-nal kisebb és 3-mal oszthato,
ezek koziil a legnagyobb a 3-66 = 198. Ezek 0Osszegét konnyen kiszdmithatjuk, ha
¢szrevesszilk, hogy a szamokat kettesével parokba rendezhetjiik a kdvetkezOképpen 3 + 198,
6 + 195, 9 + 192 ¢és igy tovabb. Konnyen belathatd, hogy minden ilyen szampar 6sszege 201,
¢és 33 ilyen szampart talalunk. Tehéat a 3-mal oszthaté 200-nal kisebb pozitiv egész szamok
Osszege 33 - 201 = 663 3. Ebbdl ki kell vonni a 200-nal kisebb 9-cel oszthatd pozitiv szamok
Osszegét. Ilyen szamokbol 22 darabot talalunk, az utolsoé a 22 -9 = 198. Ezeket is parokba
rendezhetjiik, mégpedig 9 + 198, 18 + 189, 27 + 180, ¢és igy tovabb. Minden ilyen szampar
osszege 207, és 11 ilyen szampar van. Igy a 9-cel oszthaté 200-nél kisebb pozitiv egész szamok
Osszege 11-207 = 2277. Mivel a 15-tel oszthatd szamokat kétszer irta le, ezért az eredeti
Osszeghez még egyszer hozza kell adni a 15-tel oszthatd szamok Osszegét. Ezek a szdmok 15,
30, 60, 75, 105, 120, 150, 165, 195, az 6sszegiik pedig 915. Tehat a Béla altal lejegyzett szamok
Osszege 6633 — 2277 + 915 = 5271.

3.) Néhany egymast kdvetd természetes szam Osszege 45. Melyek lehetnek ezek az egész szamok?

Megoldas:

Ha az 6sszegben paratlan darab szam szerepel, akkor a kovetkezOképpen jarunk el. Kezdetben
tekintsiik azt az esetet, amikor harom szam 0sszegérdl van sz6. A kozépsd szam 45:3 = 15,
mig a két szomszédja 14 és 16. Konnyen belathato, hogy a szdmszomszédokat az 1-es szam
kivonasaval, illetve hozzaadasaval kaptuk meg igy az 6sszeg 14 + 15 + 16 = 45 maradt.
Hasonldan eljarva 6t szam esetében a kdzépsd 45:5 = 9, az 6t szdm pedig 7, 8, 9, 10 és 11.
Hét szam esetében a kdzépso 45: 7 nem egész szam, igy a hét szam esete nem all fenn. Kilenc
szam esetében a kdzépsore 6t, mig a szdmokra 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 és 9 adodik.

Ha az Gsszegben paros darab szdm szerepel, akkor egy mas eljarast alkalmazunk. Eldszor
vegytik a két szam esetét. Elvégezve a 45: 2 = 22,5 osztast, majd a kapott hanyadost 0,5-tel
emelve, illetve csokkentve megkapjuk a két szamot, amelyek a 22 és a 23. Négy szam esetében
45:4 = 11,25. Tehat itt nem alkalmazhatjuk az emlitett eljarast, nem létezik négy egymast
kovetd természetes szam, amelynek Osszege 45. Hat szam esetében 45: 6 = 7,5. Itt a kapott
hanyadost 0,5-tel, 1,5-tel, illetve 2,5-tel noveljiik, majd csokkentjiik, igy kapjuk meg az 5, 6,
7, 8, 9, 10 szamokat. Nyolc szam esetében 45: 8 = 5,625. Ebbdl kovetkezik, hogy a 45 nem
allithat6 eld nyolc egymast kdvetd természetes szam dsszegeként. Tiz szam esetében 45: 10 =
4,5 ¢és alkalmazva az el6bbi eljarast a tiz darab egymadst kovetd természetes szamra 0, 1, 2, 3,
4,5,6,7,8 és 9 adodik. Belathato, hogy tobb szam esetében az eljarast folytatva negativ egész
szamok is megjelennek, tehat mas eset nem lehetséges.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



4.) Csaba novekvo sorendben elkezdte lejegyezni azokat a pozitiv egész szamokat, amelyek 3-
mal vagy 5-tel oszthatok (esetleg mindkét szammal is). Bizonyos id6 utan ezt abbahagyta,
majd az addig leirt szamokat 6sszeszorozta. Hany darab szamot irhatott le, ha a kapott szorzat
6 darab nullara végzddik?

Megoldas:

Kezdjiik felsorolni a 3-mal vagy 5-tel oszthaté szamokat:

3,5,6,9,10, 12, 15, 18, 20, 21, 24, 27, 30, ......

A 16 kérdés az, hogy hany szamot kell 6sszeszorozni ahhoz, hogy a kapott szorzat 6 darab
nullara végzédjon? Belathatd, hogy egy szorzat végén csak akkor jelenik meg a nulla
szamjegy, ha 5 valamely tObbszorosét egy paros szammal szorozzuk. Példaul 5 - 4 = 30, vagy
156 = 90 és igy tovabb. Tovabba az olyan szadm, amelyek paros és 5-nek is tobbszordse a
végsO szorzat végén eggyel ndveli a nullak szdmat mivel 10-nek is tobbszordse (ilyenek
példaul a 10, 20, 30, stb.). Tehat, ha azt akarjuk, hogy a szorzat végén 6 darab nulla alljon,
akkor ebben a szorzatban pontosan 6 darab olyan szam kell, hogy alljon, amely 5-nek a
tObbszorose és legalabb 6 darab paros szam. Viszont, mivel a 25-ben két 5-6s szorzotényezd
is van, ezért ¢ lehet az utolso 5-tel oszthatd szam. (A péarosokbdl is elég kevesebb, hiszen pl. a
4 tobbszordsei legalabb 2 db 2-es szorzotényezot tartalmaznak.) Ebbdl kiindulva legalabb a
kovetkezd szamokat kell 6sszeszorozni:

3,5,6,9,10, 12, 15, 18, 20, 21, 24, 25.

Viszont a szorzat akkor is 6 darab nullara végzodik, ha a fenti szamokhoz még a 27-et is
hozzatessziik, vagyis a kovetkez6 szamokat szorozzuk Ossze:

3,5,6,9, 10, 12, 15, 18, 20, 21, 24, 25, 27.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy Csaba legaldabb 12 és legfeljebb 13 szamot szorzott ossze.

Gyakorlé feladatok

1.) irjunk miveleti jeleket, illetve zarojeleket az alabbi szamok kozé:
1 2 3 4 5=

A miiveletek elvégzése utan hanyféle kiilonb6z6 eredményt kaphatunk?

2.) Két szam kiilonbsége 1659. Ha az egyik szamot a masikkal elosztjuk, akkor a hanyados 6, a
maradék 89. Melyik ez a két szam?

3.) Dénes gondolt 6t egész szamot, amelyek koziil minden lehetséges modon kivalasztott két-két
szdmot ¢és kiszamitotta az Osszegiiket. Ezek az 6sszegek: 3, 5, 10, 11, 12, 16, 17, 18, 19, 25.
Melyik szamokra gondolt Dénes?

4.) Egy négyjegyl pozitiv egész szambol kivontuk a szamjegyeinek az dsszegét, €s az igy kapott
négyjegyll szam szamjegyeit Osszekevertiik. A keverés utdn a kapott szamba valahova
beirtunk egy 6todik szamjegyet. Az igy kapott szam: 23456. Melyik volt a beirt 6todik
szamjegy?

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



Kitiizott feladatok

1.) frjunk miveleti jeleket, illetve zarojeleket a szamok kozé ugy, hogy a lehet6 legkisebb pozitiv
egész szamot kapjuk:

123456789=

2.) Az 1000-nél kisebb természetes szamok kozott hany olyan van, amelynek a 4-gyel, 5-tel és
6-tal valo osztasi maradéka 3?

3.) Hany olyan legfeljebb négyjegyli pozitiv egész szam van, amely 15-tel oszthaté és a
szamjegyeinek 0sszege 157

4.) Bontsuk fel a 140-et két 6sszeadandora ugy, hogy ha az elsé 6sszeadandot 8-cal osztjuk, akkor
a hanyados ugyanaz, mint mikor a masodik dsszeadandot osztjuk 12-vel.

Bekiildési hataridd: 2022.12.19.
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
2600 Vac, Németh L. u. 4-6.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt
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MATEMATIKAI JATEKOK

A jatékelmélet alapjait Neumann Janos fektette le egy 1928-as munkajaban, majd az Oskar
Morgenstern neoklasszikus matematikus-kozgazdasszal kozosen irt ,Jatékelmélet és gazdasagi
viselkedés” cimii (The Theory of Games and Economic Behavior, 1944) miivében. A matematika,
a kozgazdasagtan, a szociologia, a pszichologia, a biologia és a szamitastechnika a jatékelmélet altal
legérintettebb tudomanyok. A mesterségesintelligencia-kutatas is felhasznalja eredményeit. 1994-
ben Harsanyi Janos magyar szarmazasu kozgazdasz, masokkal megosztva kozgazdasagi Nobel-
emlékdijat kapott jatékelméleti kutatasaiért. Mi itt kétszemélyes stratégiai jatékokkal probalunk
kedvet teremteni altalanos iskoldsoknak a témahoz, nyerési esélyek latolgatasahoz, kidolgozasahoz.
Sok sikert a feladatok megoldasédhoz!

Mintapéldak

1.) Négyzet alakban leraktunk az asztalra 5x5 kavicsot. Két jatékos felvaltva vesz bel6liik egy
darabot vagy két oldalszomszédosat. Az gydz, aki utolsoként vesz. A kezdd nyerhet. Hogyan?

Megoldas:

A kezdd jatékos elso 1épésében elveszi a kdzépen 1év0 kavicsot, majd ezutdn mindig ellenfele
1épésének a kdzéppontra tiikrosen megfeleld kavicso(ka)t veszi el.

2.) (Mérgezett csoki) Van egy 8x8-as csokitablank, melynek bal felsé .
szelete mérgezett. Két jatékos felvaltva tor a tablabol ugy, hogy
valamelyik mez6t kivalasztja, s az 6sszes tole jobbra és lefelé esé
szeletet letori. (P1. az abran kivalasztott z6ld mez6 kivalasztasaval .
a szinezett mezdk lesznek letdrve.) Az veszit, aki kénytelen a
mérgezett szeletet elvenni. Mutassuk meg, hogy a kezdd
megnyerheti a jatékot!

Megoldas:

A kezd¢ elveszi a tabla jobb als6 7x7-es szeletét, majd mindig annyi szeletet vesz el mint az
ellenfele tigy, hogy ha a masik jatékos az oszlopbol vesz, akkor 6 a sorbol, illetve forditva.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



3.) Az asztalon 28 db gyufaszal van, s ketten felvaltva vesznek 1, 2 vagy 3 szalat. Az a jatékos
nyer, aki utolsoként vesz. Melyik jatékosnak van nyerd stratégiaja?

Megoldas:

Gondolkodjunk ,,visszafel¢”(rakmodszer), keressiik meg a nyerd helyeket! Aki 4 szal gyufat
hagy az asztalon, az nyer, hiszen ellenfele mind a négyet nem tudja elvenni, de az ellenfél
1épése utan 6 a maradékot el tudja venni, ezzel megnyeri a jatékot. 4 szalat ugy tud meghagyni,
ha el6zb6leg 8 szalat hagyott az asztalon, s igy visszafele a nyerd helyek 12, 16, 20, 24.

A ,,masodhuzo” jatékos tud nyerni. Az ellenfél valasztasat mindig 4-re egésziti ki, s ily modon
hagy rendre 24, 20, 16, 12, 8, 4 majd 0 szal gyufat az asztalon.

4.) Egy 8x8-as sakktabla bal als6 sarkabol indul egy babu. Két jatékos felvaltva tolja egy-egy
mezovel jobbra, felfelé vagy jobbra atldsan felfelé. Az nyer, aki a jobb felsé mezdre 1ép. A
kezdd jatékos nyerhet. Hogyan?

Megoldas:

Keressiik a nyerd helyeket! Ilyen hely természetesen a jobb felsd
sarok. Konnyti latni, hogy a felso sorban és a jobb szélsé oszlopban
a jelolt mezoék nyerd helyek: aki ide 1épett, az ezutan csak ilyen
mezore tud 1épni, s megnyeri a jatékot. Sorra felderithetd, hogy
melyik mez0 ,,j6”, melyik ,,rossz”. Az abran a vonalkazott mezdk a
nyerd helyek. A kezdd az elsd 1épésében jobbra atlosan 1ép, majd

mindig megismétli ellenfele 1épését, s igy a nyeré6 mezdkdn

lépkedve gybdzni fog.

Gyvakorlo feladatok

1.) Ketten felvaltva mondanak egy-egy szamot, amelyik az 1, 2 vagy a 3 valamelyike lehet.
Kiszamoljak az elhangzott szdmok Osszegét, és akinél ez az Osszeg eléri a 21-et, az nyer. A
kezdd jatékos gydzhet. Hogyan kell jatszania?

2.) Az asztalon 40 db gyufaszal van, s ketten felvaltva vesznek 2, 3, 4 vagy 5 szalat. Az a jatékos
nyer, aki utolsoként vesz. Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

3.) Két kupac kavicsunk van. Az egyikben 60, a masikban 70 kavics van. Két jatékos felvaltva
vesz valamelyik kupacbol legalabb egy kavicsot, de abbdl akar az Osszeset is elveheti. Az
gy6z, aki utolsdként vesz. A kezdd nyerhet. Hogyan?

4.) Van egy 2x8-as csokitablank, melynek bal fels¢ szelete mérgezett. Két jatékos felvaltva tor a
tablabol ugy, hogy valamelyik mez6t kivalasztja, s az Osszes tole jobbra és lefelé es6 szeletet
letori. Az veszit, aki kénytelen a mérgezett szeletet elvenni. Mutassuk meg, hogy a kezdd
megnyerheti a jatékot!

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



Kitiizott feladatok

1.) Egy 8x8-as sakktabla bal als6 sarkabol indul egy babu. Két jatékos felvaltva 1épteti vagy
vizszintesen jobbra néhany mezdt, vagy felfelé¢ valamennyi mez6t. Az a jatékos nyer, aki a
jobb fels6 sarokba 1ép. Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

2.) Az asztalon 40 db gyufaszal van, s ketten felvaltva vesznek 2, 3, 4 vagy 5 szalat. Az a jatékos
veszit, aki utolsoként vesz. Melyik jatékosnak van nyero stratégiaja?

3.) Egy dobozban 103 darab kavics van. Péter és Pal felvaltva vesznek ki a dobozbol legalabb
egy, de legfeljebb 10 kavicsot. Amikor a doboz kiiiriilt, mindketten megszamoljak, hogy
Osszesen hany kavicsot vettek ki kiilon-kiilon. Ha ez a két szam relativ prim, akkor Péter nyert.
A jatékot kezdd Péter tud-e ugy jatszani, hogy biztosan 6 nyerjen?

4.) Ketten a kovetkez6 jatékot jatsszak. A 4, 5, 6, 7, 8 szamok koziil felvaltva mondanak egy-egy
tetszés szerint valasztott szdmot, s mindig kiszamoljak az addig mondott szamok szorzatat. A
jatékot az nyeri, akinél ez a szorzat tallépi a 2000-et. Melyik jatékosnak van nyerd stratégidja?

Bekiildési hatarido: 2022.12.19.
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
2600 Vac, Németh L. u. 4-6.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



