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GEOMETRIAI SZAMITASOK

A kiilonb6zd geometriai mennyiségek szamitdsaval kapcsolatos feladatok mindennapjaink részét
képezik.

A kertilet és teriilet meghatidrozasanak igénye mar az okori népeknél megjelent. A foldbirtokok
tertiletének kiszamitdsa mar a legrégebbi id6ktdl foglalkoztatta az embereket. A foldteriiletek
bekeritése pedig a keriiletszamitas gyakorlati alapjait teremtette meg. A teriiletszdmitas az egyike a
legrégebben tanulmanyozott €s a gyakorlatban is alkalmazott matematikai fogalmaknak. Példaul a
babiloni matematikusok mar i.e. 2000 tajan ki tudtdk szdmitani egy derékszogli haromszog, a
négyzetlap ¢és a téglalap teriiletét. Ugyancsak ebben az évezredben, Egyiptomban is helyesen
szamoltak ezeknek a sikidomoknak a teriiletét. Erre nagy sziikség is volt, mivel a Nilus évenkénti
aradasa miatt a foldbirtokok hatarat elmosta a viz és ezeket a teriileteket jra ki kellett jel6lni. Kindban
az i.e. lI-1 szazadban szintén ismerték a gyakorlati élet altal megkivant teriiletszamitasi eljarasokat.
Napjainkban a technika, a foldrajz, a gazdasagtan és a foldméréstan (geodézia) fejlodésével egyre
inkabb eldtérbe kertil a keriilet- és teriiletszdmitas gyakorlati alkalmazasanak fontossaga.

A testek felszinének és térfogatanak tanulmanyozasa nagyon sok olyan gyakorlati problémat vet fel,
amelyekkel mindennapjainkban gyakran taldlkozunk. Taldlkozunk példaul olyan feladatokkal,
amikor azt kell meghataroznunk, hogy mennyi csempe sziikséges a burkolashoz, mennyi festék egy
falfeliilet lefestéséhez vagy mennyi papir egy ajandékdoboz csomagolésahoz, ezek mind a felszin
fogalmaval kapcsolatos problémak. Ha azt akarjuk meghatarozni, hogy egy bizonyos tdrgy mennyi
helyet foglal el a térben, illetve milyen mennyiségli folyadékot tarolhatunk a belsejében, mindig
elokertl a térfogat és lirtartalom kiszdmitasanak kérdése.

Mintapéldak

1.) Jozsi bacsi telke egy olyan téglalap, amelynek a hosszusaga kétszerese a szélességének. Jozsi
bacsi igy morfondirozik: ,,Ha a szomszédos teriileteket is folvasarolom, akkor a telkem
hosszlisaga 52 méterrel, a szélessége pedig 24 méterrel novekszik. Igy 5048 m?-rel tobb
foldteriiletem lesz.” Milyen hossztak a telek oldalai?
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Dr. Fiilop Zsolt



Megoldas: £ F G

Az alabbi abran Jozsi bacsi telkét a sotéttel
jelolt téglalap, az uj telkét pedig az ACGE
téglalap szemlélteti. Mivel az eredeti telek a
telek hosszusaga 52 méterrel, a szélessége
pedig 24 méterrel novekedett ezért az abran
jelolt szakaszok koziil DE = FI = GH = 24
m, mig FG = HI = BC = 52 m. J6zsi bacsi
telke 5048 m?-rel ndvekedett, igy az abran a A 5 C

fehérrel jelolt teriilet 5048 m?. Ez viszont a

kovetkezd harom téglalap teriiletének 6sszege. Az FGHI téglalap teriilete 52 - 24 = 1248 m2,
Mivel a Bl szakasz a telek szélessége és BC = 52, ezért a BCHI téglalap teriiletének
méroszama a telek szélességének az 52-szeresével egyenld. A telek DI hosszusaga a
sz€lességének a kétszerese és DE = 24, ezért a DIFE téglalap teriiletének mérdszama a telek
szélességének a 48-szorosaval egyenld. A fentiekbdl kovetkezik, hogy a telek szélességének
a 100-szorosa 5048 — 1248 = 3800-al egyenld. Tehat a telek szélessége 3800: 100 = 38
m, a hossztsaga pedig 2 - 38 = 76 m.

2.) Jozsi bacsinak és Pista bacsinak két egybevago téglalap alaka foldteriilete van, egy téglalap
kertilete 414 m. Mindkét gazdanak van hdrom-harom fia és a foldteriileteket egyenléen
osztottak szét a fiuk kozott. Jozsi bacsi a foldteriiletét a téglalap hosszsagaval parhuzamos
vonalak mentén, mig Pista bacsi a téglalap szélességével parhuzamos vonalak mentén osztotta
fel, és az elvalasztd vonalak mentén keritéseket készitettek. Végiil kiszamitottak, hogy Jozsi
bacsiék Osszesen 86 m-rel hosszabb keritést épitettek, mint Pista bacsiék. Mekkora teriilete
volt egy gazdanak eredetileg?

Megoldas:

Jozsi bacsi telkének esetében az elvalasztod keritések teljes hossza a téglalap hossziisaganak
kétszeresével egyenld, mig a Pista bacsi telkének esetében a téglalap szélességének a
kétszeresével egyenld. Mivel Jozsi bacsiék 86 m-rel tobb keritést épitettek, ezért az eredeti
téglalap alaku foldteriilet hossziisaga 86: 2 = 43-mal tobb, mint a szélessége. Mivel a téglalap
keriilete 414 m, ezért a hosszisaganak ¢és szélességének 6sszege 207 m. Ez viszont a téglalap
szélességének a kétszeresét és még 43 métert jelent. Igy a téglalap szélessége (207 — 43):2 =
82 m, a hosszusaga pedig 82 + 43 = 125 m. Tehat az eredeti foldteriilet nagysadga 125 - 82 =
10250 m?

3.) Jozsi bacsi gabonatarozot készit. A varmegyei hivatal rendelete alapjan csak olyan négyzetes
oszlop alaku tarozot engedélyeznek, amelynek minden éle méterben mérve 2-nél nagyobb
egész szam ¢és az ¢élek hosszanak Osszege 52 m. Hogyan tervezze meg Jozsi bacsi a tarozot
ahhoz, hogy a legtobb gabonat tudja tarolni?

A feladatsort dsszedllitotta:
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Megoldas:

A négyzetes oszlopnak Osszesen 8 egybevago alapéle és 4 oldaléle van, ezek 0sszege 52 m.
Ebbdl kovetkezik, hogy 2 alapél és egy oldalél osszege 52:4 = 13 m. A kovetkezdkben
megvizsgaljuk az Osszes esetet az alapélek hosszabol kiindulva.

Ha az alapél 3 m, akkor az oldalél 13 — 2 - 3 = 7 m. Ebben az esetben a tarozo térfogata 3 -
3:7=63m

Ha az alapél 4 m, akkor az oldalél 13 — 2 -4 = 5 m. Ebben az esetben a tarozo térfogata 4 -
4-5=80m

Ha az alapél 5 m, akkor az oldalél 13 — 2 - 5 = 3 m. Ebben az esetben a tarozo térfogata 5 -
5-3=75md

Tehat a legtobb gabona tarolasahoz egy olyan tarozo sziikséges, amelynek alapéle 4 m,
oldaléle pedig 5 m, ebbe a taroloba 80 m3gabona fér el.

4.) A termelészovetkezet taroldojaban a kocka alaki szalmabaldk egymasra helyezve egy
téglatestet alkottak. Jozsi bacsi a téglatest tetejérdl elvitt egy réteget, amelyben 77 bala volt.
Utana Pista bacsi elvitte az egyik oldalso réteget, amelyikben 55 bala volt. Sanyi bacsi a masik
oldalso réteget vitte el. A tobbi balat a termeldszovetkezet elndke vitte el. Hany szalmabalat
vitt el az elnok?

Megoldas:

Elsoként Jozsi bacsi 77 balat vitt el. Mivel 77 = 7 - 11, ebbdl kovetkezik, hogy a téglatest
legfelsd rétegében 7 sor volt és mindegyik sorban 11 bala. Ebbdl addodik, hogy a téglatest
hosszusaga 11 béla és szélessége 7 bala méretével egyenld. Utana Pista bacsi egy oldalso
réteget vitt el, amelyben 55 bala volt. Az el6z6 esetbdl kiindulva adodik, hogy egy olyan
rétegrél van szo, ahol 5 sorban soronként 11 bala van. Mivel eredetileg J6zsi bacsi a legfels6
réteget mar elvitte, kovetkezik, hogy a téglatest eredetei magassaga 6 bala méretével volt
egyenld. Sanyi bacsi egy masik oldalso réteget vitt el, ennek méretei 5 bdla, illetve 6 bala
méretével egyenldk, tehat Sanyi bacsi 0sszesen 30 balat vitt el. Mivel kezdetben 11-7 -6 =
462 bala volt, ezért az elndk 462 — 77 — 55 — 30 = 300 balat vitt el.

Gyvakorlo feladatok

1.) Pista bacsi telke négyzet alaki, melynek teriilete megegyezik a Jozsi bacsi telkének a
teriiletével. Jozsi bacsi telke téglalap alaki, melynek hosszusaga 16 m-rel hosszabb,
szélessége pedig 12 m-rel révidebb, mint Pista bacsi telkének egy oldala. Mekkordk a két
telek oldalai?

2.) Jozsi bacsi harom katonakori fényképét késziilt bekeretezni. Mind a harom képnek azonos a
mérete, a hosszsaga 40 cm, szélessége pedig 30 cm. A pincében viszont csak 170, 180, 190,
210, 220 ¢s 230 centiméter hosszu keretlécek voltak. Kis gondolkodas utan kivalasztott két
darab lécet, és miutan kiszabta a 3 képhez sziikséges kereteket, egyetlen centiméter hulladék
sem maradt (a keretek méretei is megegyeznek a fényképek méreteivel). Melyik két 1écet
hozta fel a raktarbol, és hogyan darabolta fel azokat?

A feladatsort dsszedllitotta:
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3.) Jozsi bacsi karacsonyi ajandékot készit. Elészor 1 cm élhosszasagu kis kockakbol egy
nagyobb kockat rakott dssze, amelynek a felszine 54 cm? lett. Utana pedig ebbdl elvett
valahany kiskockat, és az igy kapott testet lefestette. Legkevesebb hany kiskockat vett el, ha
tudjuk, hogy 62 cm? feliiletet festett be?

4.) Pista bacsi karacsonyi ajandéka egy téglatest, amelynek egy csucsba futdé harom éle 3 cm, 4
cm és 5 cm. Ezt a téglatestet 1 cm élhosszasagu kis kockakbol ragasztassal allitotta Ossze.
Mivel 6 egy zsugori ember, a ragasztds soran minden egymasra illeszkedd lapot ugy ragasztott
0ssze, hogy csak az egyik lapra kent ragasztot. Hany négyzetlapot kent be ragasztoval?

Kitiizott feladatok

1.) Jozsi bacsi egy tabla szalonnat szeletel, amely téglalap alaku és keriilete 290 cm. A szalonnat
a hosszlisagaval parhuzamos vagasokkal négy egyenld részre osztja. Az igy keletkezett
darabok koziil egynek a keriilete 200 cm. Hatdrozzuk meg az eredeti tdbla szalonna
hosszlisagat és szélességét!

2.) Egy téglatest egy csucsbol kiindulo €lei centiméterben mérve kiilonbozoé egész szamok. Az
¢lek hosszanak Osszege 56 cm. Adjuk meg az Osszes ilyen tulajdonsagokkal rendelkezo
téglatest méreteit! Ezek koziil melyiknek a legnagyobb a térfogata?

3.) Jozsi bacsinak ¢és Pista bacsinak egyforma téglalap alaku telke van, amelynek oldalai 115 m
¢s 60 m. Ezeken a telkeken a konyhakerti ndvények szamara agyasokat alakitanak ki gy,
hogy a teljes teriiletet felhasznaljak. A polgarmesteri hivatal dkologiai okok miatt csak az
olyan négyzet alaku dgyasokat engedélyezi, amelyeknek a méterben mért oldalhossza egész
szam. Pista bacsi elészor kialakit két 50 m x 50 m nagysagu agyast, majd a megmaradt
tertiletet a lehetd legkevesebb négyzet alak dgyasra osztja fel. Jozsi bacsi olyan agyasokat
tervez, amelynek oldalai legfeljebb 30 m hosszuak és a tertiletet a legkevesebb dgyasra akarja
felosztani. Az agyasokat kifeszitett zsinegekkel valasztjadk el egymastol. Melyik gazda
hasznalt fel tobb zsineget?

4.) Jozsi bacsi telke négyzet alaku. Pista bacsi telke egy olyan téglalap, amelynek hosszisaga 11
m-rel nagyobb, szélessége pedig 9 m-rel nagyobb, mint a Jozsi bacsi telkének egy oldala. A
Pista bacsi telkének a teriilete 759 m?-rel nagyobb, mint a Jozsi bacsi telkének a teriilete.
Mekkordk a két telek oldalai?

Bekiildési hatarido: 2023.02.12.
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
2600 Vac, Németh L. u. 4-6.
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SZOVEGES FELADATOK

A gyakorlatban eléforduld problémak megoldasa soran sok esetben egyenleteket irunk fel. Ezek
megoldasa adja a szovegesen megadott probléma megoldasat. Az elsd 1épés a sziikséges adatok
kivalasztasa a szovegbol. Ezutan felirjuk az adatok kozti sszefiiggéseket a matematika nyelvén, majd
ezt koveti a megfeleld egyenldség felirasa. Nézziink példakat!

Mintapéldak

1)

2)

Sziileiddel karacsonyi vasarra mentek. A sziileidnél dsszesen 24 000 Ft, nalad 1200 Ft van.
Ha édesapad atadna édesanyadnak 8000 Ft-ot, akkor mindkettdjiiknek ugyanannyi pénze
lenne. Mivel egymasnak akartok meglepetést venni, kiilon-kiilon mentek vasarolni. Mennyi
pénze volt édesapadnak és édesanyadnak kiilon-kiilon?

Megoldas:

Sziikséges adatok: szilleidnek Osszesen 24000 Ft-ja van. Edesapad 8000 Ft-ot adna ét
édesanyadnak. (Az, hogy neked mennyi pénzed van, a feladat szempontjabdl nem lényeges,
tehat az 1200 Ft nem sziikséges adat.)

Osszefiiggés: ha édesanyadnak x Ft-ja van, akkor édesapadnak (24 000 — x) Ft-ja van. Ha
édesapad 8000 Ft-ot ad édesanyadnak, akkor édesanyadnak x + 8000 Ft-ja lesz, az
édesapadnak viszont (24000 — x) — 8000 = 16000 — x Ft-ja marad.

Ezért felirhato a kovetkezd egyenldség: 16000 — x = x + 8000.

Az egyenletet megoldva kapjuk, hogy x = 4000, az egyenletbe helyettesitve ez helyes
megoldas. A szovegbe helyettesitve: édesapadnak 20 000 Ft-ja, édesanyadnak 4000 Ft-ja van.

Ellendrzés: 20 000 Ft + 4000 Ft = 24 000 Ft.

Tudjuk, hogy egy dobozban 6tszor annyi szog van, mint egy masikban. Az egyikbdl atraktunk
a masikba 32 db szdget, igy mindkét dobozban ugyanannyi szég lett. Mennyi szog volt a
dobozokban eredetileg és a pakolas utan?

Megoldas:

A) Kovetkeztetéssel:

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



3.)

4)

Ha 32 szoget atrakva lett ugyanannyi a két dobozban, akkor eredetileg a kiilonbség 64 volt. A
két dobozban levd szogek kozott 5-szords a kiilonbség, vagyis a kiilonbség a kevesebb
szogmennyiség négyszerese. igy a kevesebb szoget tartalmazé dobozban 64 : 4 = 16 szog van,
a masikban 16 - 5 = 80 . Ellendrzés: 80 — 32 =48, és 16 + 32 = 48 , atrakassal egyenldvé
valik a sz0gek szama.

B) Egyenlet felirasaval:

Jelolje x (darab) a kevesebb szoget tartalmazd dobozban levd szdgek szdmat. A masikban
ennek 5-szordse, 5x darab szog van. Egyenlet felirasakor mindig egyenléd mennyiségeket
keresiink, amelyet két kifejezéssel is fel tudunk irni. A szoveg megmondja, mi lesz egyenlo:
a szogek szama, atrakas utan.

A kevesebb szoghoz adddik 32, igy az egyik dobozban x + 32 lesz.
A tobbdl kivonodik 32, igy a masik dobozban 5x — 32 lesz.

Ezek egyenloek, igy: 5x —32=x+32.

Az egyenlet megoldasa: 16. Igy a masik dobozban 80 szog van.

Ellendrzés: Ez megfelel a feladat szovegének, hiszen ha a 80 darab sz6gbdl 32-t dtteszek a 16
szog mellé, akkor mindkét dobozban 48 darab szog lesz.

Szoveges feladatok esetén mindig a szovegbdl indulunk ki: értelemszertien valasztjuk meg az
ismeretlent, és fel is irjuk, hogy mit jelent, és milyen egységben keressiik az értékét.

Kati néni két kosarnyi, 6sszesen 90 kg sadrgabarackot arul a piacon. Hany kg volt a kosarakban,
ha az egyik koséarban 1év6 barack 25%-a megegyezett a masik kosarban 1év6 barackok 20%-
aval?

Megoldas:

Az egyik kosarban x, a masikban (90 — x) kg barack volt.

x-nek a 25%-a 0,25x; (90 — x)-nek a 20%-a 0,2(90 — x).

Felirhatjuk a kdvetkezd egyenletet: 0,25x = 0,2(90 — x)

Ebbdl x = 40. Az egyik kosarban 40 kg, a masikban 50 kg barack volt.

Ellendrzés: 0,25 40 = 10; 0,250 = 10; 40-nek a 25%-a egyenls 50-nek a 20%- aval.

Egy 672 m? teriiletii tér koélapokkal torténd burkoldsa 12 nap alatt késziil el. 10 napon 4t 4
ember dolgozik, majd az utolsé két napon még 4 embert beallitanak, hogy a munka iddre
befejezédjon. Atlagosan hany négyzetméterrel késziil el naponta 1 ember?

Megoldas:

Ha x négyzetmétert tud naponta egy ember kélapokkal befedni, akkor 10 nap alatt a 4 ember
10 - 4x, és 2 nap alatt a 8 ember 2 - 8x kolapot rak le. Ezértaz egyenlet: 40x + 16x = 672.
EbbdSl x = 12. Azaz 1 ember atlagosan 12 m? kdlapot tud lerakni.

Ellenorzés: 10-4-12 =480,2-8-12 = 192. 480 + 192 = 672.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



Gyakorlo feladatok

1.) Egy vizzel telt medencébdl két szivattyuval viztelenitenek. Az egyik szivattya 12 6ra alatt, a
masik 8 ora alatt tudnd a medencét vizteleniteni. Hany ora alatt tudjak a vizet kiszivattyizni,
ha a két szivattyu egylitt dolgozik?

2.) Egy kétjegyli szam egyik szamjegye kétszer akkora, mint a masik. Ha a szamjegyeket
felcseréljiik, és a keletkezett szambol kivonjuk az eredetit, akkor 36-ot kapunk. Melyik ez a
szam?

3.) Egy 36 éves anyanak 6 éves fia van. Hany év mulva lesz az anya haromszor annyi idds, mint
afia?

4.) Egy pasztornak at kell kelnie a folyon egy kecskével, egy kosar kaposztaval, és egy farkassal.
A csonakkal egyszerre ezek koziil csak egyet vihet at a talpartra. Ha a kecske €s a kaposzta
egyediil marad, akkor a kecske megeszi a kaposztat. Ha a kecske ¢és a farkas marad egyediil,
akkor a farkas eszi meg a kecskét. Hogyan juthatnak at a masik partra, hogy egyikben se essen
kar? (A feladat megoldasa soran egyenlet felirasa nem feltétleniil vezet eredményre.)

Kitizott feladatok

1.) Valaki egy hires szinésznd életkora irant érdeklédik. fme a valasza: " Eletkorom éppen 4/3 -
a a hatralevd idém felének, ha szaz évig élek." Hany éves a szinésznd?

2.) Egy kétjegyli szam egyik szamjegye kétszer akkora, mint a masik. Ha a szamjegyeket
felcseréljiik, és a keletkezett szambol kivonjuk az eredetit, akkor 36-ot kapunk. Melyik ez a
szam?

3.) Zoli, Krisztian, Laci és Istvan szeretnék megvenni a kedvenc PlayStation jatékukat. Zoli
beleadott 3250 Ft-ot. Krisztian feleannyit, Laci harmadannyit, Istvan negyedannyit fizetett,
mint a tobbiek dsszesen. Mennyibe keriilt a jaték?

4.) Fejtsd meg Diophantosz, gérog matematikus sirfeliratat! "Vén Diophantoszt rejti e k6. Bar 6
maga szunnyad, megtanitotta a sirt, mondja el élte sorat. Evei egy hatodat tolté ki a gyonge
gyerekkor, még feleannyi lefolyt, s 4lla szakalla kindtt. Egy heted eltelt még, és naszagy varta
a férfit, elmult Gjra 6t év, és fia megsziiletett. Ez feleannyi napig lathatta a fényt idefenn, mint
atyja, mivel neki igy szabta az isteni sors. Ot gyaszolva a sir felé hajlott agg Diophantosz,
négy évvel késobb ¢ is elérte a célt. Mondd, hany esztend6t élt hat meg gyédszban, 6romben,
S itta az édes fényt, mig hona lett ez a sir?"

Bekiildési hatarido: 2022.02.12
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