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OSZTOK ES TOBBSZOROSOK

A szamok osztdinak és tobbszoroseinek vizsgalataval a matematikanak egyik aga, a szamelmélet

foglalkozik, amelyet az egész szamok tudomanyanak is tekintenek. Az oszthatosag tulajdonsagainak

tudomanyos vizsgalata mar az 6kori gorogdk matematikéjaban is megtalalhato.

Minden szamrdl el tudjuk donteni, hogy osztdja egy masik szamnak a kdvetkezOképpen: példaul 3

osztdja a 21-nek, mivel talalok egy olyan szamot (a 7-est), amellyel a 3-at megszorozva 21-et kapok.

Ekkor mondjuk, hogy a 3 osztdja a 21-nek, illetve a 21 tobbszordse a 3-nak. Egy szam osztoit konnyen

felsorolhatjuk osztdparjai segitségével. Tekintsiik példaul a 48-nak osztdparok szerinti felbontasat:
48=1-48=2-24=3-16=4-12=6-8

Tehat a 48 oszt6i 1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 24 és 48.

Az oszthatdsag tanulméanyozasa olyan érdekes problémakat vetett fel, mint példaul a primszamok,

tokéletes szamok, baratsagos szamok, stb. vizsgalata.

Mintapéldak

1.) Tekintsiik azokat a 4000-nél kisebb pozitiv egész szamokat, amelyekrdl a kovetkezOket
tudjuk:
e oszthatd 9-cel;
e haaz utolsé szamjegyét elhagyjuk, akkor a kapott haromjegyii szam oszthat6 4-gyel;
e ha az utolso két szamjegyét hagyjuk el, akkor a megmaradt szam oszthato 7-tel.
Hany ilyen négyjegyli szam van?

Megoldas:

A harmadik feltételbdl indulunk ki. Megvizsgaljuk, hogy mi lehet az elsd két szamjegy, ahhoz,
hogy a kapott kétjegy(i szam oszthaté legyen 7-tel. gy a 14, 21, 28 és 35 szamokat kapjuk. A
kovetkezOkben a harmadik szamjegyet allapitjuk meg olyan modon, hogy teljesiiljon a 4-gyel
val6 oszthatosag. A kovetkezd haromjegyli szdmokat kapjuk: 140; 144; 148; 212; 216; 280;
284; 288; 352; 356. Az utolsd szamjegyet a 9-cel vald oszthatdsagbol allapitjuk meg, igy a
keresett négyjegyii szamok a kovetkezok: 1404; 1440; 1449; 1485; 2124; 2160; 2169; 2808;
2844, 2880; 2889; 3528; 3564. Tehdt 13 ilyen négyjegyii szam létezik.

2.) Tekintsiik 15-nek azokat a tObbszoroseit, amelyekben a szamjegyek dsszege 15. Hany ilyen
kétjegytli, haromjegyt illetve négyjegyli természetes szam van?

Megoldas:

A 15 tobbszorosei 5-re vagy 0-ra végzddnek. A 0-ra végzddok tobbi szdmjegyének Osszege
15, mig az 5-re végz6doke 10. Tehat nincs ilyen kétjegyii szam.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



3.)

4)

A haromjegyli szamok esetében is ugyanebbdl az alapotletbdl indulunk ki. El6szor vessziik
azokat a kétjegyli szamokat, amelyekben a szamjegyek Osszege 15 (ezek a 69, 78, 87, 96),
majd ezek végére 0-t irunk. Utdna tekintsiik azokat a kétjegyli szamokat, amelyekben a
szamjegyek Osszege 10 (ezek a 19, 28, 37, 46, 55, 64, 73, 82, 91), majd ezek végére 5-t irunk.
Tehat 13 ilyen tulajdonsdagu haromjegyii szam van.

A O-ra végzddo, a feltételnek eleget tevd, négyjegyli szdmok esetében a kovetkezdképpen
jarunk el. Ha a szam eggyel kezdédik, akkor a kovetkez6 két szamjegy Osszege 14, ha 2-vel
kezdodik, akkor 13, és igy tovabb, ha 9-cel, akkor 6. Ezeket 6sszeszamlalva adodik, hogy
5+6+7+8+9+10+9+8+7 =069 ilyen szam van.

A feltételnek megfeleld 5-re végz6do négyjegyli szamok esetében a kdvetkezOképpen jarunk
el. Ha a szam 1-gyel kezd6dik, akkor a kovetkez6 két szamjegy Osszege 9, ha 2-vel, akkor 8,
¢és gy tovabb, ha 9-cel, akkor 1. Ezeket 0Osszeszamlalva adoédik, hogy
10+9+8+7+6+5+4+3+2=54 ilyen tulajdonsagi szam van.

A fentiekbdl adodik, hogy 69 + 54 = 123 négyjegyii szam van, amely a feltételeknek eleget
tesz.

Mari néni a piacon tojasokat arul, néhany kosaraban tytiktojas van, a tobbiben kacsatojas. Az
egyes kosarakban a tojasok szama 4, 6, 12, 13, 22 és 29. Mari néni igy morfondirozik: ,,Ha
ezt a kosarat eladom, akkor pontosan kétszer annyi tyuktojasom lesz, mint kacsatojasom”.
Melyik kosarra gondolt Mari néni?

Megoldas:

Mivel egy kosar tartalmanak eladdsa utan a maradék kosarakban kétszer annyi tytiktojas lesz,
mint kacsatojas, ezért a maradék tojadsok szamanak 3-mal oszthatoénak kell lenni, mivel az
egyharmaduk kacsatojas és kétharmaduk pedig tyuktojas. Kezdetben Gsszesen 86 tojas van,
ezt 3-mal osztva a maradék 2. Tehat egy olyan kosarat kell elhagynunk, amelyben 1év6 tojasok
szamat 3-mal osztva a maradék 2. Ilyen kosar pedig csak egy van, amely 29 tojast tartalmaz.

Egy juhésztol megkérdezi egy jarokeld, hogy hany juha van? A juhdsz ezt valaszolta: ,,Nem
tudom hany juh van a nyajban, de tudom, hogy 500-nal kevesebb, és ha ezeket akar 2-esével,
3-asaval, 4-esével, 5-0sével vagy 6-0saval csoportositanam, mindig egy kimaradna, ha viszont
7-esével, akkor egy sem maradna ki”. Hany juh van a nyajban?

Megoldas:

Eldszor abbdl a feltételbdl indulunk ki, hogy a juhokat akar 2-esével, 3-asaval, 4-esével, 5-
Osével vagy 6-0saval csoportositanank, mindig egy kimaradna. Belathatjuk, hogy abban az
esetben, ha a juhdsznak 60 juha lenne (ez a 2, 3, 4, 5 és 6 szamok tobbszorosei kozil a
legkisebb), akkor a csoportositdsoknal egy sem maradna ki. Viszont ha a juhok szamat eggyel
novelnénk, akkor 61 juh esetében a csoportositasoknal mindig egy kimaradna. Viszont a 61-
et 7-tel osztva a maradék 5, tehat a 7-tel valod csoportositasnal 5 juh maradna ki. Az eldbbi
logikat kdvetve keressiik a 2, 3, 4, 5 és 6 szamok tobbszoroseit, majd a kapott tobbszordsokhoz
egyet hozzaadva megvizsgaljuk, hogy az igy kapott szamok koziil melyik oszthato 7-tel. llyen
szamok a 121; 181; 241; 301; 361; 421; 481; stb. Viszont a nyajban 500-nal kevesebb juh van,
ezért az egyetlen lehetséges megoldds a 301.

A feladatsort 6sszedllitotta:
Dr. Fiilop Zsolt



Gyakorlo feladatok

1.) Keressiink négy olyan kiilonb6z6 természetes szamot, amelyekre érvényes, hogy:
e Osszegiik oszthatd 3-mal;
e kett6 kozuluk oszthato 6-tal;
o Kkettd koziilikk nem oszthato 3-mal.

2.) Hany olyan 5-tel oszthat6 négyjegyii természetes szam van, amelyben nem szerepel az 5-0s
szamjegy?

3.) Hatarozzuk meg a 3-nak 6t olyan egymast kovetd tobbszorosét, amelyeknek dsszege 540!
4.) Egy iskolaban kevesebb, mint 200 tanuld van. Ha 3-asaval, 4-esével, 5-0sével, illetve 6-osaval

allitjuk oket, akkor 1, 2, 3, illetve 4 tanuld marad ki. Hany tanuldja lehet az iskolanak?

Kitizott feladatok

1.) Elemér Bélanak 6ssze kellett adnia az 6sszes olyan kétjegyii szamot, amely oszthatd 5-tel. Az
egyik szdmot tévedésbdl haromszor szamitotta be, igy az 1035 dsszeget kapta. Melyik szamot
szamitotta be haromszor?

2.) El6bb a 100-at, majd a 90-et elosztottuk ugyanazzal az altalunk gondolt szammal. Az elsé
esetben az osztas maradéka 4, a masodik esetben pedig 18 lett. Mi lehetett a gondolt szam?

3.) Egy téglalap teriilete 144 cm?, oldalai cm-ben mérve egész szamok. Hany ilyen téglalap van
¢s mekkorak ezeknek az oldalai? Melyik téglalapnak legkisebb a keriilete?

4.) Andras, Béla és Csaba hajoskapitanyok. Egy kikotbol egyszerre indulnak, majd Andras 3
nap mulva, Béla 4 nap mulva, Csaba pedig 5 nap mulva tér vissza a kikdtobe. Andras €s Béla
még az érkezés napjan visszaindulnak, mig Csaba mindig csak masnap indul vissza. Hany nap
telik el a harom hajoskapitany 6todik talalkozasaig?
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SKATULYA-ELV

A skatulyaelv az a Dirichlet altal megfogalmazott matematikai tétel, mely szerint ha n és m pozitiv
egészek és n>m, akkor n elemet m skatulyaba helyezve kell lennie olyan skatulyanak, amelyben 1-
nél tobb elem van. Kovetkezzen most néhany, sokak altal ismert alappélda:

Hajszalszam

Egyszerlisége ellenére a skatulyaelvvel érdekes kovetkeztetésekre lehet jutni, példaul, hogy van
legalabb két budapesti lakos, akiknek pontosan ugyanannyi szal haja van.

A bizonyitashoz mindenkihez hozzarendeljiik a hajszalaik pontos szamat. Egy ember hajszalainak
szama altalaban 100 000 és 200 000 kozotti. Feltehetjiik, hogy senkinek sincs egy millional tobb
hajszala. Marpedig Budapesten tobb, mint egy millidan laknak.

Kézilahda

Ot lany kézilabdazni akar, de nem akarnak ugyanabba a csapatba keriilni, és csak négy csapatba
jelentkezhetnek. Mivel lehetetlen az 6t lanyt ugy elosztani a négy csapat kozott, hogy mindegyikbe
legfeljebb egy jusson, igy a skatulyaelv szerint lesz, aki hoppon marad.

Zoknik példaja

Legyen egy fiokban 10 fekete és 12 fehér zokni. Sorra vessziik ki a zoknikat tgy, hogy nem néziink
a dobozba. Legalabb hany zoknit kell kivenni, hogy legyen koztiik egy par azonos szinti?

Mivel két kategoria van, ezért a "legrosszabb" esetben két kiilonboz6 szinii zoknit vettiink ki. Ebben
az esetben egy harmadik zokni mar valamelyik foglalt kategoriaba kell, hogy keriiljon, igy harom
zokni esetén biztosan van egy par.

Kézfogas

Ha n > 1 ember kezet fog egymassal, akkor mindig lesz kozottiik kettd, akik ugyanannyiszor fogtak
kezet.

A kézrazasok lehetséges szama nullatol n-1-ig terjed, n-1 skatulyat alkotva. Ez azért van, mert vagy
a nullaszor, vagy az n-1-szer kezet fogok halmaza iires, mivel, ha van, aki mindenkivel kezet fogott,
akkor nem lehet senki, aki nem fogott kezet senkivel, és forditva. Az n embert elosztva az n-1 skatulya
kozott lesz skatulya, ahova tobb ember keriil.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre
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Mintapéldak

1)

2)

3.)

4.)

Van 70 golyonk, koziiliik 20 piros, 20 zold, 20 sarga és a maradék 10 koziil néhany fekete, a
tobbi fehér. Legkevesebb hany darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte 10 azonos
szinli goly6?

Megoldas:
Ha kivesziink 9 piros, 9 z6ld, 9 sarga golyot, valamint a fehér és fekete golyokat, akkor egyik

szinbdl sincs 10 darab, de még egy golyot kivéve, valamelyik szinb6l mar biztosan lesz 10
darab. 9 + 9 + 9 +10 + 1 = 38 golyét kell kivenniink.

Mutassuk meg, hogy 6t, 10-nél nagyobb primszam koziil mindig kivalaszthato kettd, melyek
kiilonbsége oszthato 10-zel!

Megoldds:

A 10-nél nagyobb primszamok 1-re, 3-ra, 7-re vagy 9-re végzddnek (azaz kozottik 4-féle
végzodés fordul eld). Emiatt 6t, 10-nél nagyobb primszam kozott biztosan van kettd, melyek
ugyanarra a szamjegyre végzodnek, és igy kiillonbségiik 0-ra végzddik, azaz oszthato 10-zel.
Igy bizonyitottuk az dllitist. (Ezt gyakran helyettesitik a bizonyitasok végén a Quod erat
demonstrandum Q.e.d. roviditéssével, melynek jelentése: Ezt kellett bizonyitani.)

Egység sugaru korlapon 7 pontot helyeztiink el. Igazold, hogy van koztiik kettd, melyek
tavolsaga 1-nél nem nagyobb!

Megoldds:

A kort osszuk fel 6 egybevagd korcikkre. Ezen 6 korcikk kozott lesz olyan, amelybe a 7
pontbol legalabb 2 pont keriil. A két pont tavolsaga legfeljebb 1 egység, hiszen a korcikk 60°-
0s. Q.e.d.

Bizonyitsd be, hogy egy 37-es létszamu osztalyban biztosan van négy didk, akik ugyanabban
a honapban iinneplik a sziiletésnapjukat!

Megoldas:

Mivel 12 hénap van, ha mindegyik honapban legfeljebb harom didknak lenne sziiletésnapja,
akkor az osztalyban legfeljebb 36 diak lenne. Mivel az osztaly 1étszdma 37. ezért van legalabb
négy diak, akinek ugyanabban a honapban van a sziiletésnapja. Q.e.d.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



Gyakorlo feladatok

1.) Egy dobozban néhany darab piros és néhany darab zold golyd van. Becsukott szemmel 7
darabot kell kivenni, hogy biztosan legyen kozte piros, és 13 darabot kell kivenni ahhoz, hogy
biztosan legyen kétféle szinii golyonk. Hany piros és hany z6ld golyo van a dobozban?

2.) Bizonyitsd be, hogy 7 egész szam koziil mindig kivalaszthato ketté olyan, amelyek
kiilonbsége oszthato 6-tal!

3.) A 2,22 23 24 25 ... sorozatban talalhato-e két olyan kiilonb6z6 szam, melyek kiilonbsége
oszthatd 100-zal?

4.) Egy 10x10-es tablazat mezdibe beirjuk mindig valamelyiket az 1, 2, 3 szamok koziil és

kiszamitjuk soronként, oszloponként és a két atloban az ott levé szdmok Osszegét. Igazoljuk,
hogy a kapott 0sszegek kozott lesz két azonos!

Kitiizott feladatok

1.) Mutassuk meg, hogy 20 egész szam kozil mindig kivalaszthato kettd olyan, amelyek
kiilonbsége oszthato 19-cel!

2.) lgaz-e, hogy barmely 6t egész szam kozott van harom olyan szam, melyek 6sszege oszthatd
3-mal?

3.) Egy 35x42-es téglalapban felvettiink 100 db pontot. Mutassuk meg, hogy van olyan 5x6-0S
téglalap, melybe legalabb 3 pont keriilt!

4.) 17 tudés mindegyike levelezik a tobbivel vagy angol, vagy német, vagy francia nyelven.
Mutassuk meg, hogy van kozottiikk harom, akik egymas kozt ugyanazt a nyelvet hasznaljak!

Bekiildési hatarido: 2021.12.19
Postai cim: Eszak-Pest Megyei Matematikai Tehetségfejleszté Kozpont
2600 Vac, Németh L. u. 4-6.

A feladatsort dsszedllitotta:
Merényi Imre



